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â ñâÿçè ñ åãî ñåìèäåñÿòèëåòèåì,

ñîâåòû êîòîðîãî âñåãäà íåîöåíèìû

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêèé âîëíîâîä, ìîäåëèðóåìûé ëàïëàñèàíîì â áåñêîíå÷íîé ïîëîñå ñ
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå íà âåðõíåé ãðàíèöå è ÷àñòî ìåíÿþùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè (Äèðèõëå è Íåéìàíà) íà íèæíåé ãðàíèöå. Óñðåäíåííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ëàïëàñèà-
íîì ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèåì Äèðèõëå íà âåðõíåé ãðàíèöå è óñëîâèåì Äèðèõëå èëè Íåéìàíà
íà íèæíåé ãðàíèöå. Ìû äîêàçûâàåì ðàâíîìåðíóþ ðåçîëüâåíòíóþ ñõîäèìîñòü äëÿ âîçìó-
ùåííîãî îïåðàòîðà â îáîèõ ñëó÷àÿõ è âûâîäèì îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Êðîìå òîãî,
ìû ñòðîèì ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ ïåðâûõ çîííûõ ôóíêöèé è
ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà. Áèáëèîãðàôèÿ: 17 íàçâ.
Èëëþñòðàöèè: 3 ðèñ.

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòàÿ ïðåäñòàâëÿåò îáçîð ðåçóëüòàòîâ èç [1]�[3], ãäå ðàññìàòðèâàëàñü ìîäåëü êâàíòî-
âîãî âîëíîâîäà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì îêîí. Ýòà ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà â [3]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
îïåðàòîð Ëàïëàñà Â ïðÿìîé ïîëîñå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå Âñþäó, êðîìå îêîí. Îêíà
ðàñïîëîæåíû íà íèæíåé ãðàíèöå ïîëîñû è ñîîòâåòñòâóþò áåñêîíå÷íîìó ïåðèîäè÷åñêîìó ìíî-
æåñòâó ìàëûõ îòðåçêîâ, ðàñïîëîæåííûõ áëèçêî äðóã ê äðóãó. Íà ýòèõ îêíàõ ñòàâèòñÿ óñëîâèå

Ïåðâûé àâòîð ÷àñòè÷íî ïîääåðæàí Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò No. 09-01-
00530), ãðàíòàìè Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷å-
íûõ � äîêòîðîâ íàóê (ÌÄ-453.2010.1) è äëÿ âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-6249.2010.1), à òàêæå Ôåäåðàëüíîé
öåëåâîé ïðîãðàììîé �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� (êîíòðàêò 02.740.11.0612).
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Íåéìàíà. Ýòà ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ âîëíîâîäà ñ ÷àñòûì ÷åðåäîâàíèåì ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì âîçìóùåíèåì èç òåîðèè óñðåäíåíèÿ äëÿ îãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòåé, êàê â [4]�[8] (ñì. áèáëèîãðàôèè òàì æå). Ýòó ìîäåëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
äâà ñèììåòðè÷íûõ âîëíîâîäà, ñâÿçàííûõ áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé îêîí. Âîëíîâîäû
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îêîí èíòåíñèâíî èçó÷àëèñü (ñì., íàïðèìåð, [9]�[11] è áèáëèîãðàôèþ òàì æå),
è ñ òàêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî åñòåñòâåííûì èçó÷åíèå çàäà÷ ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì îêîí.

Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû èìåþò ðÿä îòëè÷èé îòíîñèòåëüíî ðåçóëüòàòîâ óæå èçâåñòíûõ.
Ãëàâíîå îòëè÷èå îò çàäà÷ â [4]�[8] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè
èìååì íåòðèâèàëüíûé ñóùåñòâåííûé ñïåêòð. Êðîìå òîãî, â [11], íàïðèìåð, îñíîâíûì èçó÷àåìûì
ÿâëåíèåì áûëî ïîÿâëåíèå íîâûõ äèñêðåòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íèæå ïîðîãà ñóùåñòâåííîãî
ñïåêòðà. Ñàì ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îñòàâàëñÿ áåç èçìåíåíèé è íå îùóùàë íàëè÷èÿ îêîí. Â íàøåì
ñëó÷àå ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ, òàê êàê ñóùåñòâåííûé ñïåêòð ÷óâñòâèòåëåí ê îêíàì è
ïðåâðàùàåòñÿ â çîííûé ñïåêòð.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ìîäåëü, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñðåä-
íåííûé îïåðàòîð èìååò óñëîâèå Äèðèõëå íà íèæíåé ãðàíèöå âìåñòî ÷åðåäóþùèõñÿ óñëîâèé,
è ìîäåëü, â êîòîðîé óñðåäíåííûé îïåðàòîð èìååò óñëîâèå Íåéìàíà íà íèæíåé ãðàíèöå. Íàøè
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû: ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü è îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè,
äâó÷ëåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ çîííûõ ôóíêöèé è ïîëíîå äâóõïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà.

Âàæíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñëó÷àÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêàõ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
äëÿ âîçìóùåííîé ðåçîëüâåíòû. Õîðîøàÿ îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà â [3] äëÿ ðàçíîñòè âîçìóùåí-
íîé è óñðåäíåííîé ðåçîëüâåíò, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê îïåðàòîðû èç L2 â W 1

2 . Â [1] àíàëîãè÷íàÿ
õîðîøàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà ëèøü ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íîãî êîððåêòîðà è ïðè ýòîì ðàçíîñòü âîçìó-
ùåííîé ðåçîëüâåíòû è ðåçîëüâåíòû ìîäåëüíîãî îïåðàòîðà âñå åùå çàâèñåëà îò ìàëîãî ïàðàìåòðà.
Íå èñïîëüçóÿ êîððåêòîð èëè ðàññìàòðèâàÿ óñðåäíåííóþ ðåçîëüâåíòó, ìû ïîëó÷èì áîëåå ïëîõóþ
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïîõîæà íà òó, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè óñðåäíåíèè îïåðà-
òîðîâ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ (ñì., íàïðèìåð,
[12, 13]).

Äðóãîå âàæíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñëó÷àÿìè ñâÿçàíî ñ àñèìïòîòèêîé íèæíåãî
êðàÿ ñïåêòðà. Äåéñòâèòåëüíî, âî âòîðîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà ñîñòîèò èç ãëàâíîãî ÷ëåíà ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíî ìàëîé ïîãðåøíîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé îò
ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ÷åðåäîâàíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àñèìïòîòèêè äëÿ íèæíåãî
êðàÿ ñïåêòðà ìîãóò áûòü ñóììèðîâàíû. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íîâûì äëÿ çàäà÷
ñ ÷àñòûì ÷åðåäîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ (ñì.,
íàïðèìåð, [4, 8]) âñå ðàçëîæåíèÿ áûëè ëèøü àñèìïòîòè÷åñêèìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü x = (x1, x2) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R2 è Ω := {x : 0 < x2 < π} � ïîëîñà
øèðèíû π. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð è ÷åðåç η = η(ε) � ôóíêöèþ
ñî çíà÷åíèÿìè â (0, π/2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ+ è Γ− âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû Ω, ðàçîáüåì
Γ− íà äâà ïîäìíîæåñòâà γε := {x : |x1 − επj| < εη, x2 = 0, j ∈ Z} è Γε := Γ− \ γε (ñì. ðèñ. 1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hε ëàïëàñèàí â L2(Ω), ïîä÷èíåííûé ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ Äèðèõëå íà Γ+∪γε è
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ Íåéìàíà íà Γε. Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñàìîñîïðÿæåííûé â L2(Ω),
àññîöèèðîâàííûé ñ ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé (∇u,∇v)L2(Ω) íà W̊ 1

2 (Ω,Γ+ ∪ γε), ãäå W̊ 1
2 (Q,S) �

ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç W 1
2 (Q) ñ íóëåâûì ñëåäîì íà ïîâåðõíîñòè S. Íàøà öåëü � èçó÷èòü

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåçîëüâåíòû è ñïåêòðà Hε ïðè ε → +0.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ çíà÷åíèÿ ïðåäåëà ε ln η(ε) ïðè ε → 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ε ln η(ε) → 0 ïðè ε → 0. (2.1)

Â ýòîì ñëó÷àå óñðåäíåííûì îïåðàòîðîì áóäåò HD := −∆ â L2(Ω) Ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äè-
ðèõëå íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ ïîëîñû. Ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ â äàëüíåéøåì ñëó÷àåì
Äèðèõëå (ñì. ðèñ. 2).
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Ðèñ. 1. Âîëíîâîä ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: óñëîâèå Íåé-
ìàíà íà ñåðûõ ñåãìåíòàõ è óñëîâèå Äèðèõëå íà ÷åðíûõ.

Ðèñ. 2. Âîëíîâîä ñ óñëîâèåì Äèðèõëå íà íèæíåé ãðàíèöå

Âî âòîðîì ñëó÷àå
ε ln η(ε) → −∞ ïðè ε → 0. (2.2)

Â ýòîì ñëó÷àå óñðåäíåííûì îïåðàòîðîì áóäåò îïåðàòîð HN := −∆ â L2(Ω) ñ ãðàíè÷íûì óñëî-
âèåì Äèðèõëå íà âåðõíåé ãðàíèöå è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåéìàíà íà íèæíåé ãðàíèöå ïîëîñû.
Ýòîò ñëó÷àé áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àåì Íåéìàíà (ñì. ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Âîëíîâîä ñ óñëîâèåì Íåéìàíà íà íèæíåé ãðàíèöå

Äëÿ ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è íàäî ðàññìîòðåòü òàêæå òðåòèé ñëó÷àé:
ε ln η(ε) → −A ïðè ε → 0,

ãäå A � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Çäåñü óñðåäíåííàÿ çàäà÷à áóäåò âêëþ-
÷àòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå Ðîáèíà íà íèæíåé ãðàíèöå âîëíîâîäà. Íà ñàìîì äåëå, ýòîò ñëó÷àé íàè-
áîëåå ñëîæíûé. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, êàê èçâåñòíî, â ñëó÷àå óñðåäíåííîãî
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Ðîáèíà äàæå ñèëüíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü íå èìååò ìåñòà. Ïîýòîìó
â ýòîì ñëó÷àå íàäî èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íûå êîððåêòîðû ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ
ðåçîëüâåíòíóþ ñõîäèìîñòü. Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî äðóãèå ðåçóëüòàòû â ýòîì ñëó÷àå òàêæå äî-
âîëüíî ñëîæíûå. Ðàáîòà ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì âåäåòñÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû áóäóò
îïóáëèêîâàíû â ïîñëåäóþùåé ñòàòüå.

Ìû ïðåäñòàâèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ, è óêàæåì èäåè äîêàçà-
òåëüñòâà ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ óñëîâèÿ Íåéìàíà, òàê êàê ýòîò ñëó÷àé áîëåå ñëîæíûé, ÷åì óñëîâèÿ
Äèðèõëå.

3. Ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖ · ‖L2(Ω)→L2(Ω) è ‖ · ‖L2(Ω)→W 1
2 (Ω) íîðìó îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç L2(Ω)

â L2(Ω) è â W 1
2 (Ω) ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñëó÷àå Äèðèõëå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.1 (ñëó÷àé Äèðèõëå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî (2.1). Òîãäà

‖(Hε − i)−1 − (HD − i)−1‖L2(Ω)→W 1
2 (Ω) 6

√
13 ε1/4| ln sin η(ε)|1/4.

×òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå õîðîøèå îöåíêè âî âòîðîì ñëó÷àå, íàäî ââåñòè îïåðàòîð H
(µ)
N ,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì â L2(Ω), àññîöèèðîâàííûì ñ
ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé

h
(µ)
N [u, v] := (∇u,∇v)L2(Ω) + µ(u, v)L2(∂Ω) íà W̊ 1

2 (Ω,Γ+),
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ãäå µ > 0 � êîíñòàíòà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ H
(µ)
N ñîñòîèò èç ôóíêöèé â

W 2
2 (Ω), óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

∂u

∂x2
− µu = 0 íà Γ−, u = 0 íà Γ+,

è
H

(µ)
N u = −∆u.

Êðîìå òîãî, âî âòîðîì ñëó÷àå íàì íàäî ïîñòðîèòü ãðàíè÷íûé êîððåêòîð äëÿ âûâîäà õîðîøèõ
îöåíîê. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ãëàâíîå îòëè÷èå îò ïåðâîãî ñëó÷àÿ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2 (ñëó÷àé Íåéìàíà). Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (2.2) è µ := −(ε ln η(ε))−1 → +0. Òîãäà

‖(Hε − i)−1 − (HN − i)−1‖L2(Ω)→W 1
2 (Ω) 6 Cµ,1/2 (3.1)

‖(Hε − i)−1 − (HN − i)−1‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Cµ, (3.2)

‖(Hε − i)−1 − (H
(µ)
N − i)−1‖L2(Ω)→L2(Ω) 6 Cεµ| ln εµ|, (3.3)

ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε è µ.
Ñóùåñòâóåò êîððåêòîð W = W (x, ε, µ), îïðåäåëåííûé â ÿâíîì âèäå ôîðìóëîé (3.6) íèæå,

òàêîé, ÷òî
‖(Hε − i)−1 − (1 +W )(H

(µ)
N − i)−1‖L2(Ω)→W 1

2 (Ω) 6 Cεµ| ln εµ|, (3.4)
ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε è µ.

Äàëåå ìû óêàæåì îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå óñëîâèé
Íåéìàíà. Ïóñòü f ∈ L2(Ω). Îáîçíà÷èì

uε := (Hε − i)−1f,

u(µ) := (H
(µ)
N − i)−1f.

Îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèå.
• ñíà÷àëà ìû ñòðîèì ñïåöèàëüíûé êîððåêòîð W = W (x, ε, µ),
• çàòåì ìû îöåíèâàåì íîðìû vε := uε − (1 +W )u(µ) è u(µ)W .
Ôóíêöèÿ W ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà îòðàæàëà ãåîìåòðèþ ÷åðåäîâàíèÿ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé â âîçìóùåííîì îïåðàòîðà, è èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðîùå îöåíèòü íåçàâèñèìî vε
è u(µ)W , ÷åì ñòàðàòüñÿ ïðîäåëàòü ýòî äëÿ uε − u(µ) è uε − u(0).

Ïåðâûì îñíîâíûì èíãðåäèåíòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü W = W (x, ε, µ) � επ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî x1 ôóíêöèÿ èç C(Ω)∩C∞(Ω\{x :
x2 = 0, x1 = ±εη + επn, n ∈ Z}), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

W = −1 íà γε,

∂W

∂x2
= −µ íà Γε,

è èìåþùàÿ äèôôåðåíöèðóåìóþ àñèìïòîòèêó

W (x, ε, µ) = c±(ε, µ)r
1/2
± sin

θ±
2

+ O(ρ±), r± → +0.

Çäåñü (r±, θ±) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ öåíòðîì (±εη, 0) òàêèå, ÷òî çíà÷åíèÿ θ± = 0 ñîîò-
âåòñòâóþò òî÷êàì íà γε. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆W ∈ C(Ω). Òîãäà (1 + W )u(µ) ïðèíàäëåæèò
W̊ 1

2 (Ω,Γ+ ∪ γε) è

‖∇vε‖2L2(Ω) + i‖vε‖2L2(Ω) = (f, vεW )L2(Ω) + (u(µ)∆W, vε)L2(Ω) − 2i(u(µ)W, vε)L2(Ω)

− 2(W∇u(µ),∇vε)L2(Ω) − µ(u(µ),Wvε)L2(Γε). (3.5)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàøåãî ðåçóëüòàòà ìû ïîñòðîèì êîððåêòîð W , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèÿì ëåììû 3.1, è çàòåì îöåíèì ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (3.5).

Ìû ñòðîèì ôóíêöèþ W ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ [14] è ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [15]. Ôóíêöèÿ W âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå

W (x, ε, µ) =− µx2 + εµ(X(ξ) + ξ2)

+∞∏

j=−∞

(
1− χ

(|ς(j)|ηα))

+

+∞∑

j=−∞
χ
(|ς(j)|ηα)(− 1 + εµY (ς(j))

)
, (3.6)

ãäå α ∈ (0, 1) � ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà è χ = χ(t) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ñðåçêà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â [0, 1] è ðàâíàÿ 1 ïðè t < 1 è 0 ïðè t > 3/2. Çäåñü

ξ = (ξ1, ξ2) = xε−1, ς(j) = (ς
(j)
1 , ς

(j)
2 ), ς

(j)
1 = (ξ1 − πj)η−1, ς

(j)
2 = ξ2η

−1,

X(ξ) := Re ln sin(ξ1 + iξ2) + ln 2− ξ2, Y (ς) := Re ln(z +
√
z2 − 1), z = ς1 + iς2.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñëåäóþùèé øàã � îöåíêàW äëÿ êîíòðîëÿ ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè (3.5). Ýòîò
øàã ïðîäåëàí â ñëåäóþùèõ òðåõ âñïîìîãàòåëüíûõ ëåììàõ. Äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî δ ∈ (0, π/2)
îáîçíà÷èì

Ωδ :=

+∞⋃

j=−∞
Ωδ

j , Ωδ
j := {x : |x− (πj, 0)| < εδ} ∩ Ω.

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáûõ u ∈ W 1
2 (Ω) è δ ∈ (0, π/4)

‖u‖L2(Ωδ) 6 Cδ
(| ln δ|1/2 + 1

)‖u‖W 1
2 (Ω),

ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò δ è u.

Ëåììà 3.3. Äëÿ ëþáûõ u ∈ W 2
2 (Ω) è δ ∈ (0, π/2)

‖u‖L2(γδ
ε )

6 Cδ1/2‖u‖W 2
2 (Ω),

ãäå

γδ
ε :=

+∞⋃

j=−∞
{x : |x1 − επj| < εδ, x2 = 0}

è êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε, δ, è u.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèâåñòè îöåíêè êîððåêòîðà W .
Ëåììà 3.4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

|∆W | 6 Cε−1µ(1 + η4α−2), x ∈ Ω,

|W | 6 Cεµ(| ln δ|+ 1), x ∈ Ω \ Ωδ,
3

2
ηα < δ <

π

2
,

|W | 6 C, x ∈ Ωδ,
3

2
ηα < δ <

π

2
,

ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε, µ, η, δ, x.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììàìè 3.2, 3.3, 3.4 ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàííûì ïàðàìåòðîì
δ, à òàêæå ëåììîé 3.1, ïîëó÷àåì (3.4).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.3) èñïîëüçóåì îöåíêó
‖u(µ)W‖L2(Ω) 6 C(εµ| ln δ|+ δ| ln δ|1/2 + δ)‖f‖L2(Ω)

ñ δ = εµ è óæå äîêàçàííóþ îöåíêó (3.4). Âîñïîëüçîâàâøèñü (3.4) è îöåíêàìè
‖∇(u(µ)W )‖L2(Ω) 6 Cµ1/2‖f‖L2(Ω)

‖u(µ)W‖L2(Ω) 6 C(εµ| ln δ|+ δ| ln δ|1/2 + δ)‖f‖L2(Ω),
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ïîëó÷àåì
‖(Hε − i)−1 − (H

(µ)
N − i)−1‖L2(Ω)→W 1

2 (Ω) 6 Cµ1/2.

Èç âñåõ ïðåäûäóùèõ îöåíîê ïîëó÷àåì (3.1) è (3.2), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè ðåçîëüâåíò.

Ðåçóëüòàò î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðåçîëüâåíò áûë òàêæå èñïîëüçîâàí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñõîäèìîñòè ñïåêòðà. Ñïåêòðû óñðåäíåííûõ îïåðàòîðîâ èìåþò âèä

σ(HD) = [1,+∞), σ(HN ) = [1/4,+∞).

Ñïåêòð Hε ñõîäèòñÿ ê ñïåêòðó HN â îáû÷íîì ñìûñëå: åñëè λ 6∈ σ(H\), \ = N,D, òî λ 6∈ σ(Hε).
Åñëè λ 6∈ σ(H\), òî ñóùåñòâóåò λε ∈ σ(Hε) òàêîå, ÷òî λε → λ ïðè ε → +0. Ìû èìååì òàêæå
ñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ â ðàâíîìåðíîé íîðìå.

4. Àñèìïòîòèêà çîííûõ ôóíêöèé

Îïåðàòîð Hε ïåðèîäè÷åñêèé, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà γε è Γε ïåðèîäè÷åñêèå. Ìû ïðèìåíèì
ðàçëîæåíèå Ôëîêå � Áëîõà äëÿ èçó÷åíèÿ åãî ñïåêòðà. Ïîëîæèì

Ωε := {x : |x1| < (επ)/2, 0 < x2 < π} , γ̊ε := ∂Ωε ∩ γε, Γ̊ε := ∂Ωε ∩ Γε, Γ̊± := ∂Ωε ∩ Γ±.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H̊ε(τ) ñàìîñîïðÿæåííûé íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð â L2(Ωε), àññîöèèðîâàí-
íûé ñ ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé

h̊ε(τ)[u, v] :=

((
i
∂

∂x1
− τ

ε

)
u,

(
i
∂

∂x1
− τ

ε

)
v

)

L2(Ωε)

+

(
∂u

∂x2
,
∂v

∂x2

)

L2(Ωε)

íà W̊ 1
2,per(Ωε, Γ̊+ ∪ γ̊ε), ãäå τ ∈ [−1, 1).

Çäåñü W̊ 1
2,per(Ωε, Γ̊+ ∪ γ̊ε) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé â W̊ 1

2 (Ωε, Γ̊+ ∪ γ̊ε) óäîâëåòâîðÿþùèõ ïå-
ðèîäè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ Ωε. Îïåðàòîð H̊ε(τ) èìååò êîìïàêò-
íóþ ðåçîëüâåíòó, ïîñêîëüêó îí îãðàíè÷åí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç L2(Ωε) â W 1

2 (Ωε) è
ïðîñòðàíñòâî W 1

2 (Ωε) êîìïàêòíî âëîæåíî â L2(Ωε). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòð H̊ε(τ) èìååò ëèøü
äèñêðåòíóþ ÷àñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λn(τ, ε) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ H̊ε(τ) è óïîðÿäî÷èì èõ â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè:

λ1(τ, ε) 6 λ2(τ, ε) 6 . . . 6 λn(τ, ε) 6 . . .

Ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ çîííûìè ôóíêöèÿìè. Â [3] ìû äîêàçàëè, ÷òî

σ(Hε) = σe(Hε) =

∞⋃
n=1

{λn(τ, ε) : τ ∈ [−1, 1)},

ãäå σ(·) è σe(·) îáîçíà÷àþò ñïåêòð è âåùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà. Ïîñëåäíåå òîæåñòâî âåðíî,
íåçàâèñèìî îò ïîâåäåíèÿ η(ε) ïðè ε → +0.

Â ñëó÷àå Äèðèõëå àñèìïòîòèêà çîííûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 4.1 (ñëó÷àé Äèðèõëå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî (2.1). Ïóñòü |τ | < 1− κ,
0 < κ < 1 � ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî N > 0 ïðè ε < 2κ1/2N−1

çîííûå ôóíêöèè λn(τ, ε), n = 1, . . . , N , óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

λn(τ, ε) =
τ2

ε2
+ n2 +Rn(τ, ε), ε → +0,

|Rn(τ, ε)| 6 n4

√
2ε+ 8ε1/2| ln sin η(ε)|1/2

κ1/2
.

Â ñëó÷àå Íåéìàíà àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 4.2 (ñëó÷àé Íåéìàíà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî (2.2). Ïóñòü |τ | < 1− κ,
0 < κ < 1 � ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà, µ := −(ε ln η(ε))−1 → +0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî
N > 0 ïðè ε < 2κ1/2N−1 çîííûå ôóíêöèè λn(τ, ε), n = 1, . . . , N , óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

λn(τ, ε) =
τ2

ε2
+ Λn(µ) +Rn(τ, ε, µ),

|Rn(τ, ε, µ)| 6 Cκ−1/2n4ε1/2µ,

(4.1)

ãäå Λn(µ), n = 1, . . . , N , �0- ïåðâûå N êîðíåé óðàâíåíèÿ
√
Λcos

√
Λπ + µ sin

√
Λπ = 0, (4.2)

ãîëîìîðôíû îòíîñèòåëüíî µ è

Λn(µ) =

(
n− 1

2

)2

+
µ

π(n− 1/2)
+ O(µ2). (4.3)

Êàê ñëåäñòâèå ýòèõ òåîðåì ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î äëèíå ïåðâîé çîíû â ñïåêòðå.
Ñëåäñòâèå 4.1. Äëèíà ïåðâîé çîíû â ñïåêòðå îïåðàòîðà Hε èìååò ïîðÿäîê íå ìåíüøå,

÷åì O(ε−2).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4.1 è 4.2 áëèçêè ïî äóõó, íî âî âòîðîì ñëó÷àå íàì íàäî îïÿòü èñïîëü-
çîâàòü êîððåêòîð W . Íèæå ìû èçëîæèì îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà â ñëó÷àå Íåéìàíà.

Ñíà÷àëà ââåäåì ñàìîñîïðÿæåííûé íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð â L2(Ωε), àññîöèèðîâàííûé ñ
ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé

h̊ε(τ)[u, v] :=

((
i
∂

∂x1
− τ

ε

)
u,

(
i
∂

∂x1
− τ

ε

)
v

)

L2(Ωε)

+

(
∂u

∂x2
,
∂v

∂x2

)

L2(Ωε)

íà W̊ 1
2,per(Ωε, Γ̊+∪ γ̊ε), ãäå τ ∈ [−1, 1), êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç H̊ε(τ). Ïóñòü Lε � ïîäïðîñòðàí-

ñòâî L2(Ωε), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, íå çàâèñÿùèõ îò x1. Îïðåäåëèì ðàçëîæåíèå
L2(Ωε) = Lε ⊕ L⊥

ε ,

ãäå L⊥
ε � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå Lε â L2(Ωε).

Ïóñòü Gµ � ñàìîñîïðÿæåííûé íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð â Lε, àññîöèèðîâàííûé ñ ïîëóòî-
ðàëèíåéíîé ôîðìîé

g[u, v] :=

(
du

dx2
,
dv

dx2

)

L2(0,π)

+ µu(0)v(0) íà W̊ 1
2 ((0, π), {π}),

ò.å. Gµ � îïåðàòîð − d2

dx2
2

â L2(0, π), îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ñîñòîèò èç ôóíêöèé âW 2
2 (0, π),

óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
u(π) = 0, u′(0)− µu(0) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Gµ ñóòü â òî÷íîñòè Λn(µ).
Îñíîâíîé øàã äîêàçàòåëüñòâà � ýòî ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü îïåðàòîðîâ H̊ε,

êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü |τ | < 1 − κ, ãäå 0 < κ < 1 � ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà, è ïóñòü

ñïðàâåäëèâî (2.2). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε
∥∥∥
(
H̊ε(τ)− τ2

ε2

)−1

− Q−1
µ ⊕ 0

∥∥∥
L2(Ωε)→L2(Ωε)

6 Cκ−1/2(ε1/2µ+ ε),

êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε, µ, κ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü [16, ãë. 13, § 15, ïðåäëîæåíèå 4], ìû äîêàæåì, ÷òî
1

4
6 λn(τ, ε)− τ2

ε2
6 n2, n < 2κ1/2ε−1, (4.4)

è ïîêàæåì, ÷òî
0 6 Λn(µ) 6 n2 (4.5)
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ðàâíîìåðíî â µ äëÿ âñåõ n ∈ Z.
Çàòåì, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [1] äëÿ îïåðàòîðà H̊ε(τ) , îáùèé ðåçóëüòàò î

ñðàâíåíèè èç [17] è ñîîòíîøåíèÿ (4.4), (4.5), ïîëó÷àåì
∣∣∣ 1

λn(τ, ε)− τ2

ε2

− 1

Λn(µ)

∣∣∣ 6 Cκ−1/2ε1/2µ,

∣∣∣λn(τ, ε)− τ2

ε2
− Λn(µ)

∣∣∣ 6 Cκ−1/2(µε1/2 + ε)|Λn(µ)|
∣∣∣∣λn(τ, ε)− τ2

ε2

∣∣∣∣
6 Cn4κ−1/2(µε1/2 + ε),

÷òî äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå (4.1).
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Λn(µ) ñóòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.2), à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí-

íûå ôóíêöèè � ñóòü sin
√
Λn(x2 − π). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãîëîìîðôíû

îòíîñèòåëüíî µ ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Ôîðìóëó (4.3) ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ
ðàçëîæåíèÿ Λn(µ) îòíîñèòåëüíî µ.

5. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íèæíåãî êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà

Íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Hε ñîñòîèò ëèøü èç ñóùåñòâåííîé ÷àñòè è ÷òî îí èìå-
åò çîííóþ ñòðóêòóðó. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû âèäåëè, ÷òî àñèìïòîòèêè çîííûõ ôóíêöèé
â ñëó÷àÿõ Äèðèõëå è Íåéìàíà îòëè÷àþòñÿ ÷ëåíîì ïîñëå ãëàâíîãî ÷ëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ýòîò
÷ëåí ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé â ñëó÷àå Äèðèõëå è ãîëîìîðôíîé ôóíêöèé ïî µ â ñëó÷àå Íåéìàíà. Íà
ñàìîì äåëå, ýòî ðÿä ïî µ, è ïî ýòîé ïðè÷èíå óïîìÿíóòàÿ âûøå äâóõ÷ëåííàÿ àñèìïòîòèêà â ôîð-
ìóëå (4.1) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àñèìïòîòèêà ñ áîëüøèì ÷èñëîì ÷ëåíîâ. Áîëåå èíòåðåñíàÿ
ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè àñèìïòîòèêå íèæíåãî êðàÿ ñïåêòðà. Çäåñü ðàçëè÷èÿ áîëåå ñóùåñòâåííû.
Ìû ïðåäñòàâèì àñèìïòîòèêó íèæíåãî êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ
è çàòåì îáñóäèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 5.1 (ñëó÷àé Äèðèõëå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî (2.1). Äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëîãî ε

inf
τ∈[−1,1)

λ1(τ, ε) = λ1(0, ε). (5.1)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

λ1(0, ε) = 1 +

∞∑

j=1

εjKj(η), (5.2)

ãäå
K1(η) =

2

π
ln sin η, K2(η) =

3

π2
ln2 sin η,

è îñòàëüíûå Kj ìîæíî íàéòè ðåêóððåíòíî â ÿâíîì âèäå. Êðîìå òîãî,
Kj(η) = cj ln

j η + O(lnj−3 η), η → +0, (5.3)
ãäå cj � êîíñòàíòû.

Ïóñòü

θ(β) = −
+∞∑

j=1

(2j − 1)!!ζ(2j + 1)

8j j!
βj−1, ζ � ðèìàíîâà z-ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 5.2 (ñëó÷àé Íåéìàíà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî (2.2). Äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëîãî ε ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (5.1) è

λ1(0, ε) = Λ(ε, µ) + O(µε−1/2e−2ε−1

+ ε1/2η1/2) (5.4)
√
Λcos

√
Λπ + µ sin

√
Λπ − ε3µΛ3/2θ(ε2Λ) cos

√
Λπ = 0 (5.5)

Λ(ε, µ) = Λ1(µ) + o(1), ε → 0. (5.6)
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Ôóíêöèÿ Λ(ε, µ) ãîëîìîðôíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ε è µ,

Λ(ε, µ) = Λ1(µ) + µ2
+∞∑

j=1

ε2j+1K2j+1(µ) + µ3
+∞∑

j=3

ε2jK2j(µ), (5.7)

ãäå ôóíêöèè Kj(µ) ãîëîìîðôíû ïî µ.

Êàê ìû âèäèì, àñèìïòîòèêè íèæíåãî êðàÿ âåùåñòâåííîãî ñïåêòðà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ
â ñëó÷àÿõ Äèðèõëå è Íåéìàíà. Â ñëó÷àå Äèðèõëå àñèìïòîòèêà çàäàíà ôîðìóëîé (5.2), è ýòî
åñòü àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä ñ êîýôôèöèåíòàìè, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèìè ïðè η → +0. Òåì
íå ìåíåå, áëàãîäàðÿ (5.3), êàæäûé ÷ëåí â (5.2) âåäåò ñåáÿ êàê O(εj lnj η), è, áëàãîäàðÿ óñëîâèþ
ε ln η → 0, ýòî ïîçâîëÿò ñîõðàíÿòü ðÿä (5.2) àñèìïòîòè÷åñêèì.

Â ñëó÷àå Íåéìàíà àñèìïòîòèêà (5.4) âêëþ÷àåò ëèøü îäèí ÷ëåí Λ(ε, µ). Ýòà ôóíêöèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.5), è ýòî åñòü ðÿä (ñì. (5.7)). ×òîáû ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó
äëÿ íèæíåãî êðàÿ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà â ñëó÷àå Íåéìàíà, ìû èñïîëüçóåì òó æå òåõíèêó, êàê
è äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé â [4, 7, 8]. Ýòà òåõíèêà ïðèâîäèò ê ðÿäó (5.7), êîòîðûé áóäåò
æåëàåìîé àñèìïòîòèêîé, îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ðÿäà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áîëåå ñèëüíîãî ðåçóëüòàòà � àñèìïòîòèêè (5.4) � ìû ìîäèôèöèðóåì
òåõíèêó èç [4, 7, 8]. Ãëàâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ � íå ðÿäà, êàê â
óêàçàííûõ ñòàòüÿõ, à êàê åäèíñòâåííîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ìàñøòàáèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ
è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ýòîé ôóíêöèè. Ýòà
çàäà÷à çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà è îñíîâíàÿ ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ýòî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ
íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì, ëåæàùèì âíóòðè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà.
Òåì íå ìåíåå, íàì óäàåòñÿ äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è è èçó÷èòü íåêîòîðûå òðåáóåìûå
ñâîéñòâà ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (5.5), åãî ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå (5.6) è
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëóþ ïîãðåøíîñòü â (5.4). Ìû ðàññìàòðèâàåì àñèìïòîòèêó (5.4) êàê ñèëüíûé
ðåçóëüòàò, ïîñêîëüêó îáû÷íî â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ ñëîæíî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü
àñèìïòîòèêè, íå ãîâîðÿ óæ î ãîëîìîðôíîé çàâèñèìîñòè îò ìàëîãî ïàðàìåòðà. Äàæå åñëè óäàåòñÿ
äîêàçàòü ñõîäèìîñòü, îáû÷íî ýòî íåçàâèñèìàÿ ïðîáëåìà � ïîëó÷èòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëóþ
ïîãðåøíîñòü, êàê â (5.4). Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà äîâîëüíî òåõíè÷íî è ìîæåò
áûòü íàéäåíî â [1].

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà (5.7) ìîæíî îïðåäåëèòü ðåêóðñèâíî ïîäñòà-
íîâêîé ýòîãî ðÿäà è âûðàæåíèÿ θ(β) â (5.5), ðàçëàãàÿ (5.5) ïî ñòåïåíÿì ε è ðåøàÿ ïîëó÷åííîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî Ki.
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